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Exercice 1 Soit E un ensemble. Montrer que pour toutes parties A, B et C de E :

{

A ∪ B = A ∪ C

A ∩ B = A ∩ C
=⇒ B = C.

Exercice 2 Soit E un ensemble. Montrer que pour toutes parties A, B et C de E :

(A ∪ B) ∩ (B ∪ C) ∩ (C ∪ A) = (A ∩ B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩ A).

Exercice 3 Soit E un ensemble. Soient A, B et C trois sous-ensembles de E. Montrer que

1.

(A△B) ∩ C = (A ∩ C)△(B ∩ C).

2.

(A△B)△C = A△(B△C).

Exercice 4 Soient f : N −→ N l’application qui, à tout entier x, associe 2x et g : N −→ N l’applica-

tion qui, à tout entier y, associe
y

2
si y est pair et

y − 1

2
sinon.

1. Etudier l’injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f et g.

2. Déterminer g ◦ f et f ◦ g.

3. Déterminer (g ◦ f)n et (f ◦ g)n.

Exercice 5 On considère l’application f de R
2 dans R

3 définie par

f(x, y) = (x + y, 3x − y, 2x + y).

1. Etudier l’injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f .
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2. Si f est bijective, déterminer f−1.

3. Que vaut f(R2) ?

Exercice 6 On considère l’application f de R
3 dans R

3 définie par

f(x, y, z) = (x − y + 2z,−x + y − z, 2x − y + z).

1. Etudier l’injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f .

2. Si f est bijective, déterminer f−1.

3. Que vaut f(R3) ?

Exercice 7 Soient E, F , G et H quatre ensembles et f , g et h trois applications

f : E −→ F ; g : F −→ G ; h : G −→ H.

Montrer que g ◦ f et h ◦ g sont bijectives si et seulement si f , g et h sont bijectives.

Exercice 8 Soient E un ensemble et f : E −→ E telle que f ◦ f ◦ f = f .

Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Exercice 9 Soient A et B deux parties non vides d’un ensemble E et f l’application de P(E) dans

P(A) × P(B) définie, pour tout X ∈ P(E), par

f(X) = (A ∩ X, B ∩ X).

1. Montrer que f est injective si et seulement si A ∪ B = E.

2. Montrer que f est surjective si et seulement si A ∩ B = ∅.

3. Supposons que A ∪ B = E et A ∩ B = ∅. Déterminer l’application réciproque de f .

Exercice 10 Soient E et F des ensembles, f une application de E dans F .

A toute partie A de E, on associe son ensemble image : f(A) = {y ∈ F |∃x ∈ A, f(x) = y}.

On définit ainsi une application (notée encore f) de P(E) dans P(F ).

A toute partie B de F , on associe son ensemble image réciproque : : f−1(B) = {x ∈ E|f(x) ∈ B}.

On définit ainsi une application de P(F ) dans P(E).

1. Montrer que pour toute famille {Ai, i ∈ I} de parties de E, on a :

f(
⋃

i∈I

Ai) =
⋃

i∈I

f(Ai)

f(
⋂

i∈I

Ai) ⊂
⋂

i∈I

f(Ai)

Donner un exemple où l’inclusion précédente est stricte.
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2. Montrer que pour toute famille {Bi, i ∈ I} de parties de F , on a :

f−1(
⋃

i∈I

Bi) =
⋃

i∈I

f−1(Bi)

f−1(
⋂

i∈I

Bi) =
⋂

i∈I

f−1(Bi)

f−1(B
F
) = f−1(B)

E

.

3. Montrer que l’on a pour tout X ⊂ E et pour tout Y ⊂ F :

X ⊂ f−1(f(X)),

f(f−1(Y )) ⊂ Y.

Donner des exemples dans lesquels ces inclusions sont strictes.
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