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Dans tout ce qui suit, I est un intervalle ouvert non vide de R, €2 est un ouvert de R,
I xQ —Ret (to,yQ)GIXQ.
Définitions

1. L’équation

!

y =f(ty) (E)

est appellée une équation différentielle du premier ordre (ou bien d’ordre

un) sous la forme normale.

2. On dit que y est une solution de (F) s’il existe un intervalle non vide J C I tel

que
(a) Pour tout t € J on a y(t) € Q.
(b) y est dérivable sur .J et vérifie 3 (t) = f (t,y (t)) pour tout ¢ € J.

3. Soient y:J C I — Ret§:.J C I — R deux solutions de (E).SiJ C J et
y =y sur J alors on dit que i est un prolongement de y.

4. Une solution y : J C I — R est dite solution maximale si elle n’admet aucun
prolongement vy : JCI—RavecJ G J. Clest & dire y est une solution définie
sur un intervalle de définition le plus grand possible.

5. Si la solution y de (F) est définie sur tout I (ie. J = I) alors on dit que y est une
solution globale.

6. L’égalité y (to) = yo est appellée une condition initiale de I’équation (F).

7. Le probleme
y =f(ty)),
y (to) = yo.

(PC)

est appellé probléme de Cauchy.



8. Soit €' = Cy x Oy C I x Q. On dit que f est une fonction Lipschitzienne, par

rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur C s’il existe £ > 0 tel que

Vt e C1,Vyr,y2 € Co: | f (8, 1) — f (8, y2)] < klyr — yol

Dans le cas ou C' = I x (2, on dit que f est une fonction globalement Lips-

chitzienne, par rapport 4 y uniformément par rapport a ¢, sur / x €.

9. On dit que f est une fonction localement Lipschitzienne, par rapport a y
uniformément par rapport a ¢, sur [ x  si pour tout (to,yo) € I x Q ils
existent Tp, 79 > 0 tels que C' = [to — To, to + To] X [yo — 70, Yo +10) T I x Q et f
est une fonction Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur

C.
Résultats

1. Lemme de Gronwall : Soient a,b,c,d € R aveca < betd > 0et ¢ € C°([a,b]). On
suppose que

W (t) Sc—l—d/tw(u)du pour tout ¢ € [a,b].

Alors 9 (t) < ce® pour tout ¢ € [a,b] .

2. Régularité de la solution : Soit k € N. Si f € C* (I x Q) alors toute solution y de
y = f(t,y) est de classe C**1(J). Ici, J est le I'intervalle de définition de y.

3. Intervalle de définition d’une solution mazximale : Si f est une fonction continue
sur I x ) alors l'intervalle de définition J de toute solution maximale de I’équation

y = f(t,y) est ouvert.

4. FEquation intégrale équivalente au probléme de Cauchy : Soient J un intervalle non
vide de I et y : J — R. On suppose que f € C°(I x Q). Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

!

y =f(ty),
)

(a) y est une solution du probléme de Cauchy
y (to

= Yo-



d.

10.

11.

(b) y est une fonction continue sur J, pour tout ¢t € J on a (t,y(t)) € I x Q et
y(t) =yo+ [} f(uy(w)du.

Soient «a, 5 € R.

(a) Soit y une solution de (F) définie sur |a, +oo[. Si lim y (¢) n’existe pas alors
o

y est une solution maximale.

(b) Soit y une solution de (E) définie sur |—oo, #[. Si lim y (¢) n’existe pas alors
t—=38
y est une solution maximale.

Toute solution y de (E) se prolonge en une solution maximale y. En général, ce

prolongement n’est pas unique.

La solution globale est une solution maximale. Ils existent des solutions maximales

qui ne sont pas globales.

Théoréeme de Cauchy-Piano-Arzela : On suppose que f est une fonction continue
sur [ x Q. Soit T < min (Tp, 4%) alors le probleme de Cauchy (PC) admet une
solution définie sur [to — T, to + T'] & valeur dans [yo — o, yo + o). Ici Ty, 79 > 0O tels
que C = [to — Ty, to + To] X [yo — 70, Y0 + 10] C I X Qet M := ({I;?EXC |f (t,y)]. Cette

)

solution est appellée solution locale.

Si f est une fonction continue sur I x € alors le probléme de Cauchy (PC) admet

une solution maximale.

Si f e CH(I x Q) alors f est localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformé-

ment par rapport a t, sur I x €.

Théoréeme de Cauchy-Lipschitz : On suppose que f est une fonction continue et
localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a t, sur
I x Q. Alors, le probléme de Cauchy (PC') admet une solution unique définie sur
[to — T, to + T a valeur dans [yg — 70, Yo + 70 . Ici T' < min (To, 3—2) avec Ty, 79 > 0
tel que f soit Lipschitzienne par rapport a y uniformément par rapport a ¢, sur

C = [to — To,to + To] % [yo — T0, Y0 + o] et M = sup |f(t,y)|.
(t,y)eC



12.

13.

14.

15.

16.

Soit f une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport & y unifor-
mément par rapport a ¢, sur I x €. Soient y; une solution de (E) définie sur J; et
o une solution de (F) définie sur J,. S'il existe to € J; N J2 tel que y1 (to) = ya (to)
alors y; = yo sur J; N Js.

Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport a y unifor-

mément par rapport a t, sur I x €2 alors le probléeme de Cauchy (PC') admet une

solution maximale unique.

Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport a y unifor-
mément par rapport a ¢, sur I x € alors les graphes de deux solutions maximales

sont ou bien confondus ou bien disjoints.

Soit f une fonction continue sur I x R. S’ils existent deux fonctions continues

c,k: 1 — R, telles que

Vt,y) e IxR:|f(ty) <c(t)+k(@) ]yl

alors toute solution maximale de (F) est globale.

Soit f une fonction continue sur I X R et globalement Lipshitzienne, par rapport a
y de rapport k avec k : I — R* continue, sur I x R. Alors le probléme de Cauchy

(PC') admet une solution globale unique.
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1. Montrer le résultat 5.

. , . 1 .

2. Est ce que la fonction y définie sur |1, +oo[ par y(f) = = est une solution de
y = y%. Est ce que c’est une solution maximale (Justifier). Est ce que c’est une
solution globale (Justifier)

Méme questions pour

La fonction définie sur |—oo, 0[ par y (t) = t. L’équation y' = 5

1
22—t

La fonction y définie sur |—o0, 2] par y (t) = . L’équation y' = 1.

La fonction y définie sur ]2, +oo[ par y () = 1. L'¢quation y = —y2.
La fonction nulle sur R. L’équation 3y = y. (Utiliser deux méthodes pour

montrer que la solution est maximale)
(e) La fonction y définie sur R par y (t) = . L’équation y' = 2y.
(f) La fonction y définie sur [3,9] par y (t) = e*. L’équation y = 2y. (Utiliser

deux méthodes pour montrer que la solution n’est pas maximale)

3. Considérons sur I = |0, +oo[ I'équation y = 2£. Soit y : J = |3, +oo[ — R une
solution définie par y (f) = t2. Montrer que la solution ¥ : J = 12,400 — R
définie par ¢ (t) = t? est un prolongement de y.

4. On considére sur I = R l’équation y = 2\/@ . Soit y une solution définie sur
J = ]_71,0[ par y (t) = 0. Soient o, f € R tel que o« < —1 et > 1 et on considére

les fonctions ¥, s définies par

(t —B)? sit>f,
Ya,5 (1) = 0 sia<t<p,

2

—(t—a) sit<a,

5



Montrer que les fonctions ¥, s sont des solutions maximales qui prolongent y. Que

peut on déduire.

/ _ t2 _'_ eiyZ’
5. Montrer que le probléme de Cauchy Y admet une solution locale.
y(0) =0,
y =2/1yl,

6. Montrer que le probléme de Cauchy admet les deux solutions max-

y(0)=0.
imales y; et yo définies sur R par y; (t) = 0 et yo (¢) = |t| t. Que peut on déduire.

Remarquer que la fonction y, est de classe C* (R) (A le faire).

7. Montrer que la fonction f définie sur R x]1, +o0[ par f (t,y) = y—il est une fonction
localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a ¢, sur R x
11, +oo].

8. Montrer, en utilisant deux méthodes, que la fonction f définie par f (¢,y) = 21/y|
n’est pas localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a
t, sur R2.

9. Montrer que toutes les solutions de y' = t\/m sont globales.

10. Considérons I’équation iy’ = a (t)y +b (t) ot a, b sont des fonctions continues sur R.
y =a(t)y+b(t),
y (to) = vo.

Sans calculer la solution, montrer le probléme de Cauchy
admet une solution globale unique de classe C? (R).
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